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Integrali doppi

1) Dominio simplice ispetto all'asse y
D = (( ,y)- R : x + [e , b) y -[+,

c)
; family

Fresh Let war for a
.

e

2) Dominio simplice ispette all'asse i
x

1 = (( , f) pr :

getwater a eTe
x=Y(z)

Esempio-

freezayay=Ewag= ...e
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Transformationi del Dowiwro

n = f,( ,y)
-

z
T

r = fz(,y) e

0
>-( , v)

es q( 3 Iy
=

2x, v

Le transformation determineno und variatione

dell'are pati alvalote
assoluto del determinance

deble mattice Jacobrame
,
che deve essen

considerato nel colcolo di integrali

Fattore di

~=HolTrasforegone :

proprieta · =H lisI
--tile wet so in ci i pir semplicpropuele

utiliser I
n = f,( ,z) piutosiode E

x=

g,
(n , v)

q(r = fz(,y) y
=

2x, v)
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Transformazioni Notevoli
coordinate lineeri

x=au+bu21
.
Sy=cu+dr J= lad-bal

es

coordinate polari

Ifcost ae J=I

coordinate SFERICHE
zx
colatitudine

x=

f. Sin 4 .coSO of R

y
y=fsnyswoon =sing. > Ez=

f.cosY 00 2

We

Esempro(endrdyfer dudw

quey it ! detev=x+Y

-,
er v

· (1 ,0) (11) -(1 , 1)

>-(0,0
-

(1 ,0)- ( ,1)
(0 ,1)- (1 ,2) ⑳ ,0) 8 , 1) ⑳ ,0)
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ESEMPIO
colcolare (tuf)drdy com fi = - f e

D

D =[x ,fe : Getty , y 0 ; x11]

(-1+y 4
raggio

yx

1) contro coordinate pu y10
Des-

Trashore it cenchio cou ↓
curro nell'orgue

Se- -Get
e Ex=

1

A

i= Es) = 2

v

-

2) cambro cordinate D e

cartesiane->polar 0492

Safee J=

I
#?Y

/-ydudy=(-vdudv=-ret. do e

xif re
,V

-0 IEcosa]g =/92dg =I↓I f
-x)= 0

I
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ESEMPIO

color (
,
twit) dady conf(y=(-2x)y

eD rapprsentato in Jrgune

I pueto de inventations (1 , 2)
I& I

=E
y=Ve

durquespectors it Dow wo W
in D ,

UDe pe oftener Y :=-
domini semplici e

(1) = (D1 +1x e)

Itiy)drdt Inlan

Randy Yangthe!
It didy fleneedady

so &
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valor medio
still pu it colcolo del bewauto di um compo

fiDCIRIR I= 5))fz)didy
DD

⑧
ana del dowwo

I (=)) drdy

MDIO & I =E
y=VeWg ·"fix-ee see

I puero dr inventations (1 , 2) drequespection
↳ Dowwo in D ,

UDe pu oftener
due domin

semplici rispetto all'assey
I

I

ID) = /D1+ e) = rdn +/ dr = ⑧8 8
I

6

⑮ My)drdy=/! - ...
=-
1
48

valore medio = -= -s-02
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Esempro
--

Colcofon it valor medio dr

f( ,y, z) = x +y z2 sel down

-[( ,y, z)- : x+y+ z = 1 x,y , zz0
a

n
,y,
z 10 i fo capie

che opwors wel so offence
-(0 ,

0
,1)

pu capie rose neppesence z= 0

Xx+ y + zzs considere
---

x+y+ z = 1

quelche preto : ⑧ >

&, 1 ,
0 I

sull'assen see y= z = 0
⑧

S
--quedrx++ - x= 1 C 1)1 , 00

stesse considerewor L
e

sugli altwost

Il Dowes risulte un tetraedro

il valor medio · (tag,) dadydt

↳ (D)=())1 · dudydt
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integrali tripli
I INTEGRAZIONE PER Fluitero il colcolo con uniuregrahe inree un integrate

doppro escience

a =

De-Yetnig):⑳-- Y, M ,z)!!
/ -y)

D y

ve
Proiezone in x

,y

()fay, didy da -Deletedz de i-DERY

a) INTEGRAZIONE PER "SEZION"
itero i calcol con un integrate doppre intere un

integrateestee
at

E
considers prow paatteli

~Pe and
,y) he seronome

il dowwwo DCA
*

↑ piew I DA CM2

by a quotez↳deaydt=(((fee, dend e
z=aDt
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centro di Massa

curo du masse di un dominio DCR com

denste di masse (n,y, z) e unpunto (n,I,E)

-di
distrO--Andyd Imessemedi -

z

masse dell'elemeno met
D)dydz refertegiudi

-
dudydz

I() dudydz -a dedye

Esempro in is--

clcolon it auto dr Masse del Haugo er in Jrgina(0 = x)

/addudy 42= 1-x

es--
↳

- weawat_ .. i *Idudy -

I =Randyanay-...I dudy ↳
Greatrangolo = E
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calcolo superfici

2) Superfici soltte da umDomino
e (sI=//t dady"l

L

cuchro di

Esempr z=f(,y)=x-yz D[x+y raffro = 1

C- curo (0 ,
0

·=22 y =- zy

1s1=/N*+22: didy =f)Itulitydudy =SangzE Seity]

conwere possor a coordinate polar
1 2π t = 1492
dor ↳ dt = 89d)=)( = ent &

Pougo
1+492 .de 9 17ngzog I

I =0 - t=1

9=0 0=

0 9= 1 -t= 5

=a dt= = - 1)= )
1
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2) superficie solido d Rotafone
z = C)-z mil e +Dine diSams y r-

-
--------

L
z
Lourwo

Esempil · calcolo superficie di unne poste di stere
-

xy ~ +YER-> y= Ne

i Re-Y=↓
N A ↳e

-R a b R

faccions ruotace es pare ta a eb

·2=i

Isl=2) dr=1t

- dr= zir(b-a)Ca
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Volume solido di Rotagon

Utilitto del centr di masse per also len it volume

di un solido di Rotawoul .

(Teorema di PAPPO GULDINO
VOLUME = area sefone

die
ruoto ⑧ lugheste

decle circoufereuse costruite dal curro di
tazione afforwoad umassemassa in to

volume = ene sewone che ruote

z / Per
&

1 langhe te delle circouf . (25.)
costerite dal auirodieste

↳

Ir
E in rotagon attorno ad unasseMay↳8 I

es

Esenpro--

wa N
-

e e omogeneitiEl
?e

I = (colcoli svolti well'esencia-
-= (per simeln

Isfee dr raffr)= any -
.** = TR

*

S SiArea

sefore Lurgtezte inconferente
del punro medio de roote
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Esempio--
volume del solid gewandte dalle note zone yx
del Traptio attorio lasse s b

(cono Tagliato) ~
volume =

Area
.

echo di Mettarson
seTRAPEZIP

-

sectione raggro y

V = I ·eny-henbb)= (B+Bb+B)

perb = o i he it conocompleto V =TB2



ALGO - licenza d’uso creative common CCBYNCND -  www.algoritmostem.it

Esempio--
calcolan il volume del solido di rotafoul
di A = [4, y)ER2 :Ly afterno assey

y= isIs1 = ei) d -er
i

Rs=VI
=- ~ 3

? = 3424 2 x

IIs2)=ente," dre= 2 t 1+974 dy
diffreite rischerous ..

... applicans it Texture di Pappo-Guldin
=- - 5IsI= 2TI · Aro 2π -

I =--/2

i =

Any ready
3

I dudy I de g
-si

I

I (e-nt de It - = =
↳ I

- z
- 4
--

its

0

I --L E
Gale-si die -] 4 3

Area = -x3dx=- - =So
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Applicatione di PARDO CVLANO

Colcolo del volume dr um Toro/rotanom
di un andro diraggro attorne ad
u esse e distante R

x

r centro du masse
⑳

i = 0

------ R I
= R

-G 7

volume =T2 · 2TR =

S Si
Area

serous
Luagteste enconferente
del punro medio de roote

corresponde al volume dire ciliedro
con raffrod setion re trugheste zik

zuR 1 W
............... ---

now tute te figue possoms essen "noddrittate
it tow he one stermative the element

e "essendo" e element che conraff
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Det Momeno d'inerera
---
dr um corpo DCR com densiti di masse &,

rispetto ad una reta l
(12,y, z)

d

-effedekarg
,e. dendyene ⑧

.

e

NB Ga distanta dell'elemendo infruitsien dr um

---

compo dell'asse e i di22+z2 ↳

xi+yaudogene dy Ntz da
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Integrali Curvilines
invece di insefrare su um Segment, regNaus
su und avera dive praco .

moder lo delPRimo TRO ↳vettes verbeite

2) for - (fas=f ,f)it tat

secondo i po (camporettowde)
2) F :

x- (E-dfw =((((t) ,y() . xt) + B(n( , 1 A) ye) olt

d -> -

S F( ,y) = (A( ,y)
, B(y)) camporettowale df

w =A( ,y)d+B(y) dy fame diffnuwiel Sw
↳ note zomi di senture : fore veHarde
e farme differentde

(=d =(w = /[A((),y(t) - x )+BYC ,2) ·Yd dy
↓
corrisponde al produto scoll
(A ,B) · (i , y') Eig⑳

0
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se il eisultato var difende dalla wiredi
↑

integration il campo vettoriale i conservative
Hie forma differentice e esette

Empo

campo vettoriale forma differentiate
F(x ,y) = (yizy) w

= yar+zxydy

WH = (t ,t + = To, ]sea R(= (t , t) teto ,]

(0 , 0)
&-

·dr=/Edr=/Ed = 1 -> compo conservatee

Hame affennrichesatte)
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Def Uwo found differential w =Adn+Boy
-
-

: ESATTA in ecR'se essre ume

funcione scolare il aigracrende
coincide col campo vettoriale (A ,B)

FU : /A ,
B:

-

W esette

dy - in ex CR2

(A ,B) = WU U Funtrove Potentiale(scola)

dimostratione
b

I(Id=fA(,y)xt+B2yet = WyEUs-Ve
N

a -
significato :

linregrate difende solo dei Dur, initabe fruell,
quindi vor aifende dalle wire

II calcolo Wauce :

jdt= Up-Va
&

Esembro Applichiano all'efucitio precedente :

-
a

⑧⑧⑱-> (1 , 1)

-
=y20-gg-nF(y)=(izmy) U=

ny x = 2 y
(0 , 0)⑧ 7

(Fdt = U() , f(b)) - ~(ne ,q() = if% =
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Risultato Generale :

Ofne a perio A-b- B

e connessoE) wesatte) FU
Fab En 5che erweise

So to fore differentiate gode delleproprete
C - 'integrate dipende solodressere esette

/

dai presi initiate frude del perconto I

verifice protice : wesatte =)/w= o cause

fir
yw =

mydr+myzdy in = (190 ,04

Per vertion che before diff- wor e eselte
,
e

suffcicure troide one were schiute pu ar /w to

a =(cost , Smt) teto, <n]

I↓ (w=t[aut t astdt= te

w non e esalte
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Finote ebtrano vidio :

2) Se trave v)= * =B- We sate

2) se trove Jaiusel(wo - wnomeeste

Lef = Adn+Bdy
dice chiust in se

- OB
-n

= F(x , y) - er

Forema wesette Walruse
-

&NIzU=Aqu = ofFinisTedema di

&
Schwart

& 0

ame 2) W chiusd -> W Esatter

2)- semplicanteconvesto

san add
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Determinate U /PROCEDURA)en

I importance affunqure lo costere prote in questo
also e fur wow diy (abbiamo insef rato in dat

2&OA =

y -> V(y) =(12dx = fi + c(y)
I

deve essereE
-
B= zuy I⑰ =

exy+c(y)&8
->

poichi & deve esten =B=

zayof
Iallone c() =0 -> C()= cos.

UK,I = y + cost sowo tutte es funtrour Potential
associate alle farme differnwell w
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Riessumo /NTEGRAL aurvilinei

int a . I tipo /calcolo di every hette)
I tipo/Turegrare aufrvetbor di ①

fore differentiali Wegs
curre in D

Forens affenershi
state ammette fansour potentide
I colcole is so valou agestand
ed esito di calcolor elietegrate)

novesette

Teorame o Gauss amen /p /


